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V zaključni nalogi obravnavamo vpliv mehanske obremenitve človeškega prsta. Dolgotrajna 
izpostavljenost vibracijam je pogost vzrok za nastanek poškodb, predvsem rok. Samo 
področje zaščite rok pred vibracijami še ni širše raziskano in tako ponuja ogromno možnosti 
za nadaljnje izboljšave. Na trgu se pojavlja večje število rešitev, ampak ne obstaja 
univerzalna rešitev za vse oblike obremenitev, ki se v realnosti pojavljajo. S postavitvijo 
dinamskega modela človeškega prsta želimo postaviti izhodiščni model za merjenje in 
simuliranje odziva le tega. Razviti model prsta namreč predstavlja osnovo v fazi razvoja 
materialov in oblike anti-vibracijskih rokavic. V pričujočem delu je za izbrane parametre 
modela prsta prikazan postopek določitve lastnih frekvenc ter odziva pri harmonskem 
kinematskem vzbujanju. 
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In this Diploma Thesis we take under observation influence of mechanical load on human 
finger. Long-term exposure to vibration can cause several injuries on human body, especially 
on human hand. As the area of human vibration protection is not broadly researched, it offers 
a lot of potential for extended research. We can observe several existing solutions on the 
market but none one of those can guarantee the best protection in different conditions, which 
occur in reality. By setting up a dynamic model of human finger we want to set up a base 
point for both measurement and simulation of finger response. A dynamic model of human 
finger is a basic for research of both material and design of anti-vibration gloves.  
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1 Uvod 
1.1 Ozadje problema 
V sklopu izdelave zaključne naloge želimo raziskati vpliv vibracij na človeka (omejimo se 
predvsem na roko), pri čemer obstoječe znanje iz nihanja struktur prenesemo  na raven 
obravnave človeškega prsta. Skozi delo predstavimo različne oblike nihanj obravnavanega 
sistema, kjer temeljno stanje predstavlja lastno nihanje sistema, dodatno pa še obravnavamo 
sistem z dodatnim kinematskim vzbujanjem. Na podlagi literature preučimo obstoječo 
problematiko mehanske obremenitve rok in  predstavimo nekatere že obstoječe komercialne 
rešitve za zmanjšanje vpliva vibracij – AV rokavice. Dinamski model prsta razvijemo tako, 
da zagotovimo ustrezen popis dinamike sistema, pri analizi pa upoštevamo Newtonove 
zakone in zakonitosti reševanja sistema z večimi prostostnimi stopnjami. 
 
 
1.2 Cilji 
V prvi fazi raziskave preučimo obstoječo problematiko na področju vibracijske obremenitve 
rok in obstoječe komercialne rešitve, ki so bile razvite za zmanjševanje vpliva na človeško 
roko. Preučimo tudi prednosti in slabosti posameznih rešitev, ponujenih na trgu, ter 
morebitne možnosti izboljšave le-teh.  Na podlagi standardov in literature postavimo model 
s tremi prostostnimi stopnjami, s katerim želimo popisati odziv prsta. S postavitvijo 
numeričnega modela postavimo izhodišče za morebitno nadaljnjo eksperimentalno delo – 
dejansko merjenje odziva prsta ob prisotnosti vzbujevalne sile. 
 
 
 
 
 
 
 
 
2 
2 Teoretične osnove in pregled literature 
2.1 Lastno nihanje 
Osnovo mehanskega nihanja predstavlja lastno nihanje sistemov. Gre za primer, ko na 
podlagi začetnega odmika od ravnovesne lege, sistem niha brez vpliva zunanje obremenitve. 
Začetno stanje običajno vzpostavimo z izmikom telesa iz ravnovesne lege, kar povzroči 
lasten odziv sistema. Za vsak sistem lahko zapišemo gibalno enačbo, ki predstavlja izhodišče 
za nadaljnjo obravnavano sistema. Primer splošnega modela je prikazan na sliki 2.1. 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 2.1: Izhodiščni model in prikaz sil na modelu.  
 
∑ 𝐹𝑖 = 𝑚 ∙  ?̈? (2.1) 
Izhodišče predstavlja enačba (2.1), ki predstavlja ravnovesje sil v smeri x. Za dani sistem 
nadalje izpeljemo enačbo: 
𝑚 ∙ ?̈? = −𝑘 ∙ 𝑥 − 𝑑 ∙ ?̇?,  
𝑚 ∙ ?̈? + 𝑑 ∙ ?̇? + 𝑘 ∙ 𝑥 = 0. (2.2) 
Pri vplivu sil vedno predpostavimo, da sila vzmeti (enako velja za silo dušenja) nasprotuje 
gibanju, zato ima negativni predznak. 
Za takšen sistem je potrebno določiti rešitev homogene diferencialne enačbe 𝑥(𝑡), pri čemer 
uporabimo nastavek, s katerim lahko popišemo odziv sistema: 
𝑥(𝑡) = 𝐴 ∙ cos 𝜔0𝑡 + 𝐵 ∙ sin 𝜔0 𝑡        ,      𝑥(𝑡) = 𝐶 ∙ sin(𝜔0 𝑡 + 𝜑), (2.3) 
𝑥(𝑡) = 𝐶 ∙ 𝑒𝜆 𝑡 . (2.4) 
𝑑 ∙ ?̇? 
k 
d 
x(t) x(t) 
𝑘 ∙ 𝑥 
m 
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2.2 Vsiljeno nihanje 
Drugo obliko nihanja predstavlja vsiljeno nihanje, pri katerem sistem konstanto 
vzbujamo/obremenjujemo z zunanjo silo. Oblika vzbujevalne sile je lahko poljubna, v 
mehaniki se pogosto pojavlja harmonično vzbujanje. Zopet lahko za primer linearnega 
oscilatorja (slika 2.2) prikažemo razvoj gibalne enačbe. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 2.2: Prikaz modela z dodatno silo vzbujanja.  
 
Izhajamo iz enačbe (2.1), razlika se pojavi v naslednji stopnji razvoja le te, ker na sistem 
deluje dodatna sila vzbujanja, ki jo v tem primeru opredelimo na sledeč način: 
𝐹(𝑡) = 𝐹0 ∙ sin(𝜔 𝑡). (2.5) 
Zapišemo gibalno enačbo, tokrat z upoštevanjem dodatne sile vzbujanja: 
𝑚 ∙ ?̈? = −𝑘 ∙ 𝑥 − 𝑑 ∙ ?̇? − 𝐹(𝑡),  
𝑚 ∙ ?̈? + 𝑑 ∙ ?̇? + 𝑘 ∙ 𝑥 = 𝐹0 ∙ sin(𝜔 𝑡) . (2.6) 
V danem primeru rešujemo nehomogeno diferencialno enačbo, kar pomeni, da je rešitev iz 
dveh delov: splošna rešitev in partikularna rešitev. Ker splošna rešitev spada k reševanju 
enačbe lastnega nihanja, nas v tem primeru zanima predvsem partikularna rešitev, predvsem 
amplituda odziva sistema 𝑋(𝑡): 
𝑥(𝑡) = 𝑋 ∙ sin(𝜔 𝑡 − 𝜑). (2.7) 
 
  
k 
d 
x(t) 
F(t) 
m 
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2.3 Obravnava rotacijskega gibanja 
Na podlagi 2. Newtonovega zakona za rotacijo zapišemo pogoj dinamičnega ravnotežja: 
∑ 𝑀𝑖𝑂 = 𝐽0 ∙ ?̈?(𝑡). (2.8) 
Nastavek, ki ga uporabimo za rešitev zavzame enako obliko kot za primer translatornega 
gibanja sistema: 
𝜑(𝑡) = 𝐴 ∙ cos(𝜔0𝑡) + 𝐵 ∙ sin(𝜔0 𝑡) (2.9) 
Pri določitvi MVM moramo upoštevati, da se palica vrti okoli svojega konca in ne okoli 
svojega težišča, zato moramo uporabiti ustrezno nastavljeno enačbo, da ne prihaja do 
numeričnih napak. 
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2.4 Nihanje sistema z več prostostnimi stopnjami 
V vsakdanjem življenju se srečujemo z mehanskimi problemi nihanja, katere ni mogoče  
opredeliti zgolj z eno samo prostostno stopnjo (1 neznanko), ampak je fizikalni model 
problema moč opisati le z večimi prostostnimi stopnjami. 
2.4.1 Osnovne zakonitosti, pristop k reševanju 
Splošen primer obravnave sistema z večimi prostostnimi stopnjami je prikazan na sliki 2.3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 2.3: Sistem z več prostostnimi stopnjami.  
 
Na podlagi danega primera zapišemo gibalni enačbi za vsako telo posebej (upoštevamo 
predpostavko x2>x1) :  
𝑚1 ∙ ?̈?1 + (𝑘1 + 𝑘2) ∙ 𝑥1 − 𝑘2 ∙ 𝑥2 = 0, (2.10) 
𝑚2 ∙ ?̈?2 − 𝑘2 ∙ 𝑥1 + (𝑘2 + 𝑘3) ∙ 𝑥2 = 0. (2.11) 
Ko zapišemo sistem enačb, lahko opazimo, da imamo dve enačbi z dvema neznankama, kjer 
kot neznanko okarakteriziramo funkcijo pomika: 
𝑥1(𝑡) = 𝑋1 sin(𝜔 𝑡) , (2.12) 
𝑥2(𝑡) = 𝑋2 sin(𝜔 𝑡). (2.13) 
Zopet lahko uporabimo enak nastavek kot v primeru sistema z eno prostostno stopnjo, 
pomembno je le, da opredelimo vsako spremenljivko s svojo amplitudo Xi. V nadaljevanju 
v gibalnih enačbah nadomestimo neznanke z danimi funkcijami, in ker se razlikujejo le v 
amplitudi pomika, lahko nadalje operiramo zgolj z amplitudami. 
  
k1 
x1(t) 
k2 k3 
x2(t) 
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2.4.2 Lastna vrednost in lastni vektor 
Lastna vrednost numerično predstavlja kvadratno vrednost lastne frekvence sistema. Lastna 
vrednost je obenem rešitev sistema enačb, kjer prvotni sistem prevedemo na determinanto 
sistema, za katero iščemo rešitev: 
 
|
(𝑘1 + 𝑘2 − 𝑚1𝜔
2) −𝑘2
−𝑘2 (𝑘2 + 𝑘3 − 𝑚2𝜔
2)
| = 0 . 
 
(2.14) 
Dano enačbo (2.14) lahko prevedemo v polinomski zapis: 
𝑎 𝜆2 + 𝑏 𝜆 + 𝑐 = 0. (2.15) 
Rešitev enačbe (2.15) predstavljata lastni vrednosti 𝜆1 in 𝜆2, 𝑎, 𝑏 in 𝑐 pa so opredeljeni kot 
matematične konstante odvisne od oblike determinante (2.14). 
Do rešitve enačbe (2.15) pridemo po splošnem postopku za iskanje ničel polinoma, 
𝜆1,2 =
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐
2𝑎
. (2.16) 
Lastni vektor predstavlja zapis amplitud obravnavanega sistema, pri čemer navadno 
vrednosti amplitud normiramo. Vsak sistem ima število lastnih vektorjev enako prostostnih 
stopenj. 
Lastni vektor podamo v sledeči obliki: 
𝑋(1) = {
𝑋1/𝑋1 
𝑋2/𝑋1
}. (2.17) 
 
Lastni vektor najbolj nazorno prikažemo v grafični obliki. 
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2.4.3 Prehod v matrični zapis 
Za primer velikega števila prostostnih stopenj je zelo priročen matrični zapis. 
 
Splošno matrično enačbo zapišemo v obliki: 
[𝑀]?̈? + +[𝐾]𝑥 = 0. (2.18) 
Prvi člen [M] predstavlja masno matriko, kjer so zajete mase znotraj sistema, [K] je togostna 
matrika in podaja vpliv vzmeti – togosti. 
Uporabimo nastavek: 
𝒙(𝑡) = 𝑿 sin(𝜔 𝑡) (2.19) 
Če dani nastavek (2.19) odvajamo, lahko enačbo (2.18) pretvorimo v sledečo obliko:  
[𝑀] ∙ (−𝜔2) ∙ 𝑋 ∙ sin(𝜔 𝑡) + [𝐾] ∙ 𝑋 ∙ sin(𝜔 𝑡) = 0. (2.20) 
Zapis enačbe (2.20) lahko poenostavimo, tako da izpostavimo člen ki predstavlja nastavek 
za rešitev, v sledeč zapis : 
([𝐾] − 𝜔2 [𝑀])𝑋 sin(𝜔 𝑡) = 0 . (2.21) 
Ker iščemo netrivialno rešitev sistema to pomeni, da mora biti izpolnjen pogoj: 
([𝐾] − 𝜔2 [𝑀]) = 0 . (2.22) 
Enačbo (2.22) rešujemo s pomočjo inverzne masne matrike [M]-1: 
([𝑀]−1[𝐾] − 𝜔2 [𝑀]−1[𝑀]) = 0 . (2.23) 
Prvi člen v enačbi (2.23) opredelimo z novo matriko, dinamsko matriko [A],ki nam podaja 
vse potrebne dinamske informacije o našem mehanskem sistemu (togost in masa): 
[𝐴] = [𝑀]−1 [𝐾] (2.22) 
Končna oblika enačbe katero moramo rešiti podamo na sledeč način: 
(det ([𝑀]−1 [𝐾] − 𝜔2 [𝑀]−1 [𝑀]) = det ([𝐴] − 𝜔2[𝐼]) = 0 . (2.24) 
Člen ω2 predstavlja kvadrat lastne frekvence oziroma lastno vrednost sistema in jo označimo 
z 𝜆. Determinanto (2.24) lahko zopet pretvorimo v polinomski zapis, kjer zopet iščemo ničle 
polinoma. 
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2.5 Vibracijske obremenitve rok 
2.5.1 Opredelitev s standardi, razvoj standarda 
Na področju same vibracijske obremenitve človeškega telesa je opredeljenih veliko število 
standardov, ki se v veliki meri navezujejo na obremenitev rok. Pri tem so bili standardi v 
začetni fazi zelo zapleteni, saj so zahtevali razumevanje biodinamike ter uporabo drage 
merilne senzorike. 
Najpomembnejši standard iz tega področja predstavlja ISO 10819, ki opredeljuje metodo 
merjenja prenosljivosti vibracij preko rokavic na človeško dlan. Standard točno opredeljuje 
uporabljeno merilno opremo, postopek merjenja vibracij, obremenitev roke, položaj merilca 
oziroma uporabnika naprave ter na ta način zelo omejuje uporabnost tako dobljenih 
rezultatov. Sam postopek merjenja je opredeljen z posebnim držalom na stresalniku, 
katerega merilec prime, na podlagi odziva roke pa se ocenjujejo vibracije in njihova 
prenosnost. 
Nekateri drugi relevantni standardi s tega področja so še: 
 ISO 13753, ki opredeljuje prenosnost vibracij elastičnih  
 ISO 5349, ki opazuje vpliv in izpostavljenost vibracij na človeka 
 ISO 10068, ki preučuje mehansko impedanco rok, itd. 
2.5.2 Biodinamika 
Biomehanika je veda, ki na podlagi principov mehanike obravnava biološke sistema 
(delovanje, gibanje, struktura). 
Dong [8] je podrobneje predstavil razvoj različnih modelov obravnavanega sistema »Dlan-
Roka«.V večini primerov je glavni izziv zagotoviti vibracijsko zaščito rok, na to temo je bilo 
narejeno tudi veliko število analiz. Zaradi želje po čim boljšem analitičnem popisu realnega 
stanja, se v skladu z boljšim poznavanjem problematike tudi izboljšuje popis samega 
sistema. Če se osredotočimo na človeški prst, je bilo na tem področju razvitih več različnih 
modelov: razvoj je šel v smeri od grobega popisa (tkivo (nestisljiv fluid) + koža (membrana) 
do kompleksnega modela  (realna geometrija, različne plasti tkiva z različnim E). 
Dong [10] je prav tako razvil analitični model, pri čemer je predstavil dva različna tipa: 
model s 4 prostostnimi stopnjami in model s 5 prostostnimi stopnjami (dodaten sistem 
predstavlja sistem roka, rama). V večini primerov se model človeške roke razdeli na 2 
ključna dela: dlan (dlan + kontakt dlani z ročajem) in prsti (prsti + kontakt prstov z ročajem); 
tovrstna delitev je primerna, ker imata ta dela drugačne lastnosti in drugačna kritična 
področja. Izkaže se, da je lastna frekvenca dlani nižja (Dong v [10] navaja frekvenco okrog 
30 Hz), medtem ko sistem prstov doseže lastno frekvenco okoli 230 Hz. 
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2.6 Anti-vibracijske (AV) rokavice 
Z namenom zmanjšanja vpliva škodljivih vibracij na človeško roko so se razvile številne 
rešitve, ki imajo različne mehanizme delovanja in različne zaščitne naloge. 
2.6.1 Osnovne značilnosti, problematika 
Ker se je pojavilo že veliko število poškodb kot posledica vibracijske obremenitve rok, se je 
pojavil mednarodni termin (in kratica) za tovrstne poškodbe – HAVS (ang. Hand-Arm 
Vibration Syndrome). S tem terminom zajemamo vse poškodbe človeških rok kot posledica 
dolgotrajne izpostavljenosti vibracijam, eden najbolj znanih je zagotovo sindrom belih 
prstov – pojav, ko je zmanjšan dotok krvi do prstov in ti postanejo bele barve. Dodatno pa v 
to področje uvrščamo tudi poškodbe živcev in poškodb mišic in kosti. 
V grobem lahko rečemo, da rokavica predstavlja blazino za človeško roko in blaži vibracije 
na podoben način kot to počne vzmetenje pri avtomobilu. Zasnova rokavic mora biti 
prilagojena delavcu oziroma delu ki ga le ta opravlja, saj mora omogočati dovolj veliko 
gibljivost, obenem pa nuditi zaščito. 
Učinkovitost rokavic je opredeljena v standardu ISO 10819 z stopnjo zmanjšanja vibracij – 
v izdaji standarda leta 2013 je bilo opredeljeno zmanjšanje vibracij pri srednjih frekvencah 
(25 - 200 Hz) za vsaj 10 %, pri visokih frekvencah (200 – 1250 Hz) pa zmanjšanje vibracij 
za vsaj 40 % [13]. Ker imamo na dlani večjo efektivno maso, AV rokavice boljše ščitijo 
dlan, medtem ko so prsti bolj izpostavljeni vibracijam in s tem tudi poškodbam. 
Poleg osnovne funkcije zmanjševanja vibracij  rokavice nimajo samo te vloge, ampak tudi 
ščitijo pred poškodbami (kot večina drugih rokavic), ohranjajo kožo suho, preprečujejo 
morebiten stik s kemikalijami itd. V večini primerov predstavlja glavno težavo kako 
zagotoviti primerljivo gibljivost rok v primerjavi z roko brez rokavic in zagotoviti enako 
dober oprijem ob enako veliki sili oprijemanja. 
  
Teoretične osnove in pregled literature 
10 
2.6.2 Obstoječe komercialne rešitve 
Na trgu lahko najdemo različne rešitve za zmanjšanje vibracij rok, kjer se razlike pojavljajo 
v materialih ter v samem področju zaščite, lahko se ščiti celotno roko, lahko pa samo dlan. 
V nadaljevanju bomo na kratko predstavili nekatere obstoječe rešitve, ki so bile s strani 
uporabnikov dobro sprejete. 
 
2.6.2.1 Model 1 – Superior S10VIB Nylon Full Finger Glove 
Tu gre za model kanadskega proizvajalca rokavic, ki je eden vodilnih na področju izdelave 
zaščitnih rokavic. Gre za najlonske rokavice, ki imajo na notranjem delu polimerno plast 
(kloropren), ki ščiti tako dlan kot prste s tem da absorbira vibracije. 
 
 
 
Slika 2.4: Model 1 [15]. 
 
Glavne odlike teh rokavic je zagotovljena dovolj velika fleksibilnost, udobnost, prilagodljiva 
oblika, polimer dobro zmanjšuje vpliv vibracij, zaščito pa rokavica nudi celotni roki. 
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2.6.2.2 Model 2 – Superior VIBGHFV Vibration-Dampening Glove 
Gre za rokavice istega proizvajalca kot za model 1 (Superior). V tem primeru gre za nekoliko 
drugačno obliko zaščite: poudarek je tu na zaščiti dlani in deloma prvemu členku prstov, 
medtem ko preostali del prsta ni zaščiten. Rokavice so izdelane iz kozjega usnja, ki je zelo 
obstojno in vzdržljivo, v predel dlani pa je dodana plast polimera, ki blaži vibracije. 
 
 
 
Slika 2.5: Model 2 [15]. 
 
Prednost tovrstnih rokavic so obstojnost in vzdržljivost samega materiala, dobro blaženje 
vibracij na področju dlani, medtem ko je težava predvsem v obremenitvi prstov. 
 
2.6.2.3 Model 3 – DeWalt DPG250 Vibration-Reducing Gloves 
Gre za rokavice ameriškega proizvajalca, ki se ukvarja tako z razvojem orodij kot tudi 
zaščitne opreme za uporabo orodij. Zmanjšanje vibracij na področju dlani je zagotovljeno s 
spominsko peno, ki absorbira vibracije obenem pa tudi nudi dober oprijem, dodatna obloga 
iz usnja pa zagotavlja obstojnost in dober oprijem. 
 
 
 
Slika 2.6: Model 3 [16]. 
 
Zaradi dodatne ojačitve so rokavice zelo obstojne in vzdržljive, nudijo dober oprijem kot 
posledica spominske pene in uporabe usnja, preprečujejo vdor vode in olja v samo rokavice 
in dobro ščitijo pred morebitnim vdorom trdih zunanjih delcev. 
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2.6.2.4 Model 4 – Kolumb Durable Padded Anti-Vibration Gloves 
Gre za rokavice, kjer je na določenih poudarjenih mestih dodana EVA (Etinel-Vinil Acetat) 
pena/podloga, ki s svojimi lastnostmi blaži vibracije. Ker je rokavica izdelana iz sintetičnega 
usnja prav tako nudi dober oprijem. 
 
 
 
Slika 2.7: Model 4 [16]. 
 
Glavna odlika tega modela napram ostalim obravnavanim je dodaten poudarek na dizajnu, 
saj je oblika prilagojena gibanju človeške roke, obenem pa je na prstancu oblikovana tako, 
da omogoča delovanje z zasloni na dotik, kar je v primeru ostalih rokavic dokaj oteženo 
oziroma skoraj neizvedljivo. 
2.6.2.5 Model 5 – Handlandy Anti-Vibration Work Gloves 
Ta model je iz sintetičnega materiala, glavno nalogo zmanjšanja vibracij pa ima 5 mm debela 
plast SBR (stiren-butadien) gume pod zunanjo prevleko (ločeno na prstih in dlani), ki blaži 
vibracije. 
 
 
 
Slika 2.8: Model 5 [16]. 
 
Glavne prednosti so zmanjšanje vibracij, dobro prileganje človeški roki, dobra zaščita 
prstov, ki je zelo pomembna, težavo pa predstavlja predvsem zajetnost/okorelost same 
rokavice, ker je podložen vsak prst posebej ter dlan posebej. 
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3 Metodologija raziskave 
3.1 Teoretična izhodišča 
Izhodišče za postavitev modela je sistem s tremi prostostnimi stopnjami. Pri tem človeški 
prst razdelimo na 3 členke, ki predstavljajo tri prostostne stopnje.  
Za osnovno spremenljivko postavimo zasuk, saj posamezni členki opravljajo rotacijsko 
gibanje in lažje opazujemo gibanje samega modela.  
Posamezen členek modeliramo kot palice, kar pomeni, da imajo poudarjeno 1 glavno 
dimenzijo, ostale lahko zanemarimo. Stik med posameznimi členki predstavimo s 
torzijskimi vzmetmi. 
Obravnavani model opazujemo/popišemo v treh različnih stanjih: lastno nihanje, vsiljeno 
nihanje brez dušenja, vsiljeno nihanje z dušenjem. 
3.2 Postavitev analitičnega modela 
3.2.1 Osnovni model 
Na sliki 3.1 je prikazan izhodiščni model prsta, kjer rokavico modeliramo z vzmetjo togosti 
k ter dušilko s faktorjem dušenja d. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 3.1: Osnovni model prsta skupaj z rokavico. 
  
k 
kt1 φ3 
m1, L1 m2, L2 m3, L3 
φ1 φ2 
kt3 kt2 
F(t
) 
d 
y(t) 
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3.2.2 Uporabljene predpostavke in poenostavitve 
V fazi izdelave samega modela in nadaljnjem preračunu se uporabijo sledeče predpostavke: 
 obravnavamo majhne zasuke, sin 𝜑 ≈ 𝜑; 
 med seboj vplivata samo členka, ki sta neposredno povezana med seboj s torzijsko 
vzmetjo; zasuka 𝜑1 in 𝜑3 ne vplivata drug na drugega; 
 členek popišemo s palico – pomembna samo masa 𝑚𝑖 in dolžina 𝐿1; 
 privzamemo, da je torzijska vzmet (sklep) vpeta neposredno na palico (členek); 
relacija med zasuki je sledeča: 𝜑1 > 𝜑2 > 𝜑3 
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4 Rezultati in diskusija 
4.1 Podatki – numerična opredelitev 
V tabeli 4.1 so podane vse potrebne vrednosti, ki jih potrebujemo za izračun željenih veličin. 
Tabela 4.1: Parametri izračuna 
Veličina Vrednost Enota Veličina Vrednost Enota 
𝑑 0, 05 N s m-1 𝐿2 50 ∙ 10
−3 m 
𝐹 150 N 𝐿3 40 ∙ 10
−3 m 
𝑘 5 ∙ 104 N m-1 𝑚1 74, 1 ∙ 10
−3 kg 
𝑘𝑡1 21, 1 N m rad
-1 𝑚2 54, 3 ∙ 10
−3 kg 
𝑘𝑡2 13, 9 N m rad
-1 𝑚3 36, 4 ∙ 10
−3 kg 
𝑘𝑡3 5, 8 N m rad
-1 𝑌 0, 5 ∙ 10−3 m 
𝐿1 60 ∙ 10
−3 m 𝜔 50 rad s-1 
 
Vrednosti parametrov, ki opredeljujejo lastnosti torzijskih vzmeti (kt1, kt2, kt3),  dolžine palic 
(L1, L2, L3) in mase palic (m1, m2, m3) so povzete po [8], medtem ko so ostale vrednosti 
določene na osnovi dostopnih podatkov v literaturi. 
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4.2 Razčlenitev sistema 
4.2.1 Lastno nihanje sistema 
Na sliki 4.1 je prikazan obravnavani model za namen določitev lastnega nihanja modela 
prsta. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 4.1: Model za analizo lastnega nihanja modela prsta. 
Najprej je potrebno na podlagi izbranega modela definirati posamezne podsisteme, za vsak 
podsistem zapisati gibalno enačbo in jih na koncu združiti v matrični zapis. Prikaz vseh 
momentov, ki vplivajo na posamezen podsistem je prikazan na sliki 4.2. 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 4.2: Prikaz momentov na posamezna toga telesa v modelu prsta. 
Na podlagi obravnavanih podsistemov zapišemo gibalne enačbe: 
𝐽1 ∙ ?̈?1 = ∑ 𝑀𝑖 = −𝑘𝑡1 ∙ 𝜑1 + 𝑘𝑡2 ∙ (𝜑2 − 𝜑1), (4.1) 
𝐽1 ∙ ?̈?1 + (𝑘𝑡1 + 𝑘𝑡2) ∙ 𝜑1 − 𝑘𝑡2 ∙ 𝜑2 = 0 . (4.2) 
 
Z enačbo (4.2) je opredeljena gibalna enačba prvega členka, za katerega je razvidno, da ne 
zajema vpliva tretjega podsistema, ker z njim ni v neposrednem kontaktu. 
 
𝐽2 ∙ ?̈?2 = ∑ 𝑀𝑖 = −𝑘𝑡2 ∙ (𝜑2 − 𝜑1) + 𝑘𝑡3 ∙ (𝜑3 − 𝜑2) (4.3) 
𝐽2 ∙ ?̈?2 − 𝑘𝑡2 ∙ 𝜑1 + (𝑘𝑡2 + 𝑘𝑡3) ∙ 𝜑2 − 𝑘𝑡3 ∙ 𝜑3 = 0 (4.4) 
 
 
 
 
 
kt1 φ3 
m1, L1 m2, L2 m3, L3 
φ1 φ2 
kt3 kt2 
𝑘𝑡2 ∙ (𝜑2 − 𝜑1) 𝑘𝑡3 ∙ (𝜑3 − 𝜑2) 
φ3 
m1, L1 m2, L2 m3, L3 
φ1 φ2 
𝑘𝑡1 ∙ 𝜑1 
𝑘𝑡2 ∙ (𝜑2 − 𝜑1) 𝑘𝑡3 ∙ (𝜑3 − 𝜑1) 
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Ker je drugi členek v stiku z obema preostalima členkoma, v gibalni enačbi (4.4) nastopajo 
vse tri neznanke našega sistema. 
𝐽3 ∙ ?̈?3 = ∑ 𝑀𝑖 = −𝑘𝑡3 ∙ (𝜑3 − 𝜑2) (4.5) 
𝐽3 ∙ ?̈?3 − 𝑘𝑡3 ∙ 𝜑2 + 𝑘𝑡3 ∙ 𝜑3 = 0 (4.6) 
Zapis gibalne enačbe (4.6) tretjega podsistema je v primeru lastnega nihanja najbolj preprost. 
Masni vztrajnostni moment vsakega podsistema je opredeljen z enačbo (4.7), ki opredeljuje 
masni vztrajnostni moment palice okoli njenega konca: 
𝐽𝑖 = (𝑚𝑖 ∙ 𝐿𝑖)/3 .  (4.7) 
Ko imamo opredeljene gibalne enačbe vseh podsistemov oblikujemo matrični zapis: 
 
[
𝑱𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝑱𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝑱𝟑
] {
?̈?𝟏
?̈?𝟐
?̈?𝟑
} + [
𝒌𝒕𝟏 + 𝒌𝒕𝟐 −𝒌𝒕𝟐 𝟎
−𝒌𝒕𝟐 𝒌𝒕𝟐 + 𝒌𝒕𝟑 −𝒌𝒕𝟑
𝟎 −𝒌𝒕𝟑 𝒌𝒕𝟑
] {
𝝋𝟏
𝝋𝟐
𝝋𝟑
} = {
𝟎
𝟎
𝟎
} . (4.8) 
Na podlagi izpeljane matrične enačbe (4.8) nadalje obravnavamo dani problem. 
Za reševanje uporabimo sledeči nastavek (podan je nastavek in prvi ter drugi odvod): 
𝜑(𝑡) = 𝛷 ∙ 𝑒i 𝜔 𝑡 (4.9) 
?̇?(𝑡) = i ∙ 𝜔 ∙ 𝛷 ∙ 𝑒i 𝜔 𝑡 (4.10) 
?̈?(𝑡) = −𝜔2 ∙ 𝛷 ∙ 𝑒i 𝜔 𝑡 (4.11) 
S tovrstnim nastavkom obravnavamo vse tri različne primere nihanja. 
 
Če uporabimo izbran nastavek in ga vstavimo v matrično enačbo (4.8) (ustrezno odvajamo 
tam kjer je potrebno), dobimo sledeči zapis enačbe: 
 
−𝝎𝟐 ∙ [𝑱] ∙ {𝝋[𝒕]} + [𝑲] ∙ {𝝋[𝒕]} = {𝟎} (4.12) 
(−𝝎𝟐 ∙ [𝑱] + [𝑲]) ∙ 𝜱 ∙ 𝒆𝒊 𝝎 𝒕 = {𝟎} (4.13) 
(−𝝎𝟐 ∙ [𝑱] + [𝑲]) ∙ 𝜱 = {𝟎} (4.14) 
 
Iz enačbe (4.14) je razvidno, da splošno rešitev predstavlja vektor zasukov z vrednostmi 0, 
kar pa nas ne zanima, saj bi to pomenilo mirovanje sistema. 
 
Člen na levi strani enačbe (−𝝎𝟐 ∙ [𝑱] + [𝑲]) lahko zapišemo v obliki dinamske matrike [A]. 
Netrivialno rešitev dobimo prek reševanja determinante: 
𝐝𝐞𝐭(−𝝎𝟐 ∙ [𝑱] + [𝑲]) = 𝐝𝐞𝐭(𝑨) = 𝟎 (4.15) 
Rešitev te enačbe predstavljajo lastne frekvence 𝜔0 sistema. 
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Numerični preračun opravimo s programom MATHEMATICA, ki ima že vgrajeno 
funkcijo Eigenvalues, s pomočjo katere ob vnosu dinamske matrike, program preko lastnega 
algoritma določi lastne frekvence sistema. Ker obravnavamo sistem s tremi prostostnimi 
stopnjami, dobimo 3 lastne frekvence, ki jih razporedimo po velikosti. 
 
Lastne frekvence sistema so podane v tabeli 4.2. 
 
Tabela 4.2: Lastne krožne frekvence in lastne frekvence 
Oznaka Vrednost Enota Oznaka Vrednost Enota 
𝜔0,1 83, 16 rad s
−1 𝑓0,1 13, 24 Hz 
𝜔0,2 445, 03 rad s
−1 𝑓0,2 70, 83 Hz 
𝜔0,3 797, 47 rad s
−1 𝑓0,3 126, 92 Hz 
 
 
S programom Mathematica in vgrajeno funkcijo Eigenvector določimo tudi lastne vektorje 
sistema. Dani sistem ima sledeče tri vektorje, ki so v svoji normirani obliki zapisani v obliki: 
 
{𝜱𝟎} = [
𝟏 𝟏 𝟏
𝟏, 𝟓𝟏𝟔 𝟏, 𝟏𝟓𝟖 −𝟏, 𝟓𝟓𝟑
𝟎, 𝟗𝟎𝟎 −𝟎, 𝟑𝟖𝟔 𝟎, 𝟎𝟒𝟎
]. (4.16) 
 
Izračunane lastne vektorje lahko tudi grafično prikažemo. 
  
Rezultati in diskusija 
19 
Na sliki 4.3 je predstavljen prvi lastni vektor 𝛷0
{1}
= {
1
1, 516
0, 900
}. 
 
Slika 4.3: Prvi lastni vektor sistema. 
 
Na sliki 4.4 je predstavljen drugi lastni vektor 𝛷0
{2}
= {
1
1, 158
−0, 386
}. 
 
 
 
Slika 4.4: Drugi lastni vektor sistema. 
 
Na sliki 4.5 je predstavljen tretji lastni vektor 𝛷0
{3}
= {
1
−1, 553
0, 040
}. 
 
 
 
Slika 4.5: Tretji lastni vektor sistema. 
  
1
1,5159
0,8996
1 1,1575
-0,3855
1
-1,5534
0,0404
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4.2.2 Vsiljeno nihanje brez dušenja 
Na sliki 4.6 je prikazan obravnavani model za vsiljeno nihanje sistema brez dušenja. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 4.6: Model za analizo vsiljenega nihanja brez dušenja. 
 
Iz slike 4.6 je razvidno, da se ohrani celotna geometrija, pojavi pa se dodatna sila vzbujanja, 
in sila vzmeti kot posledica vzmeti pritrjene na podlago, ki ima predpisano kinematsko 
obliko s harmonsko funkcijo. Zopet zapišemo gibalne enačbe za vse obravnavane 
podsisteme in upoštevamo še zunanje obremenitve. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 4.7: Razporeditev momentov po podsistemih za vsiljeno nihanje brez dušenja. 
 
Na podlagi modela na sliki 4.7 zapišemo potrebne gibalne enačbe sistema. 
𝐽1 ∙ ?̈?1 = ∑ 𝑀𝑖 = −𝑘𝑡1 ∙ 𝜑1 + 𝑘𝑡2 ∙ (𝜑2 − 𝜑1) (4.17) 
𝐽1 ∙ ?̈?1 + (𝑘𝑡1 + 𝑘𝑡2) ∙ 𝜑1 − 𝑘𝑡2 ∙ 𝜑2 = 0 (4.18) 
 
𝐽2 ∙ ?̈?2 = ∑ 𝑀𝑖 = −𝑘𝑡2 ∙ (𝜑2 − 𝜑1) + 𝑘𝑡3 ∙ (𝜑3 − 𝜑2) (4.19) 
 
𝐽2 ∙ ?̈?2 − 𝑘𝑡2 ∙ 𝜑1 + (𝑘𝑡2 + 𝑘𝑡3) ∙ 𝜑2 − 𝑘𝑡3 ∙ 𝜑3 = 0 (4.20) 
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φ1 φ2 
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F(t
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𝑘𝑡2 ∙ (𝜑2 − 𝜑1) 𝑘𝑡3 ∙ (𝜑3 − 𝜑2) 
φ3 
m1, L1 m2, L2 m3, L3 
φ1 φ2 
𝑘𝑡1 ∙ 𝜑1 
𝑘𝑡2 ∙ (𝜑2 − 𝜑1) 𝑘𝑡3 ∙ (𝜑3 − 𝜑1) 
F (t) 
𝑘 ∙ (𝑥 − 𝑦) 
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Na tretji členek delujeta dodatni dve sili: sila vzbujanja in sila vzmeti. Privzamemo, da obe 
sili prijemljeta na skrajnem koncu palice in povzročata znan moment: 
𝑀𝑣𝑧𝑏 = 𝐹(𝑡) ∙ 𝐿3 = 𝐹0 ∙ 𝑒
i 𝜔 𝑡 ∙ 𝐿3, (4.21) 
𝑀𝑣𝑧𝑚 = 𝑘 ∙ (𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)). (4.22) 
Opredeliti moramo še pomik na koncu palice x(t) in odziv podlage y(t): 
𝑥(𝑡) = 𝐿3 ∙ sin 𝜑3(𝑡) ≈ 𝐿3 ∙ 𝜑3(𝑡) (4.23) 
𝑦(𝑡) = 𝑌 ∙ 𝑒i 𝜔 𝑡 (4.24) 
Sedaj, ko imamo definirane še vse preostale neznanke, lahko zapišemo gibalno enačbo 
tretjega podsistema. 
𝐽3 ∙ ?̈?3 = ∑ 𝑀𝑖 = −𝑘𝑡3 ∙ (𝜑3 − 𝜑2) + 𝐹(𝑡) ∙ 𝐿3 − 𝑘 ∙ (𝑥 − 𝑦) ∙ 𝐿3 (4.25) 
𝐽3 ∙ ?̈?3 − 𝑘𝑡3 ∙ 𝜑2 + 𝑘𝑡3 ∙ 𝜑3  + 𝑘 ∙ (𝐿3 ∙ 𝜑3) ∙ 𝐿3 ∙ 𝜑3 = (𝐹(𝑡) + 𝑘 ∙ 𝑦) ∙ 𝐿3 (4.26) 
 
𝐽3 ∙ ?̈?3 − 𝑘𝑡3 ∙ 𝜑2 + (𝑘𝑡3 + 𝑘 ∙ 𝐿3
2) ∙ 𝜑3  = (𝐹(𝑡) + 𝑘 ∙ 𝑦) ∙ 𝐿3 (4.27) 
 
Za razliko od lastnega nihanja imamo sedaj člene tudi na desni strani enačbe (4.27), kar 
pomeni, da rešitev sistema ne bo predstavljal vektor ničel. 
 
[
𝑱𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝑱𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝑱𝟑
] {
?̈?𝟏
?̈?𝟐
?̈?𝟑
} + [
𝒌𝒕𝟏 + 𝒌𝒕𝟐 −𝒌𝒕𝟐 𝟎
−𝒌𝒕𝟐 𝒌𝒕𝟐 + 𝒌𝒕𝟑 −𝒌𝒕𝟑
𝟎 −𝒌𝒕𝟑 𝒌𝒕𝟑 + 𝒌 ∙ 𝑳𝟑
𝟐
] {
𝝋𝟏
𝝋𝟐
𝝋𝟑
} = {
𝟎
𝟎
(𝑭(𝒕) + 𝒌 ∙ 𝒚)𝑳𝟑
} (4.28) 
 
Če zopet zapišemo matrično enačbo v nekoliko poenostavljeni obliki, dobimo sledeč zapis: 
(−𝝎𝟐 ∙ [𝑱] + [𝑲]) ∙ 𝜱 ∙ 𝒆 𝐢 𝝎 𝒕 = {𝑴𝟎} ∙ 𝒆
 𝐢 𝝎 𝒕 (4.29) 
[𝑫] ∙ 𝜱 = {𝑴𝟎} (4.30) 
Člen {𝑀0} predstavlja vektor amplitud zunanjih momentov in je opredeljen kot: 
𝑴𝟎 = {
𝟎
𝟎
(𝑭 + 𝒌 ∙ 𝒀) ∙ 𝑳𝟑
} (4.31) 
Kot je razvidno iz enačbe (4.28) imamo v primeru vsiljenega nihanja enolično rešljiv 
problem. Matematično je možno sistem rešiti s Kramerjevim pravilom: 
𝛷𝑖 =
det(𝐷𝑘,𝑖(𝜔))
det(𝐷𝑘(𝜔))
. (4.32) 
kjer je 𝐷𝑘 matrika koeficientov, 𝐷𝑘,𝑖 pa matrika kjer i-ti stolpec matrike koeficientov 
nadomestimo z vektorjem amplitud zunanjih elementov 𝑀0. 
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Ker operiramo z matematičnim orodjem Mathematica, lahko s programom z vgrajeno 
funkcijo Solve enostavno rešimo sistem: 
(−𝝎𝟐 ∙ [𝑱] + [𝑲]) ∙ 𝜱 = {𝑴𝟎}. (4.33) 
Z reševanjem tovrstnega sistema dobimo enolično rešitev, zapisano v obliki vektorja 
amplitud zasuka: 
{𝜱} = {
𝜱𝟏
𝜱𝟐
𝜱𝟑
} (4.34) 
Dobljene numerični rezultati za obravnavano stanje so: 
{𝜱} = {
𝟎, 𝟎𝟏𝟒𝟎𝟕
𝟎, 𝟎𝟑𝟓𝟐𝟏
𝟎, 𝟎𝟖𝟓𝟏𝟕
} 𝐫𝐚𝐝. (4.35) 
Kot je razvidno iz zgornje enačbe so dejanske amplitude zasuke zelo majhne. 
Dano enačbo lahko opredelimo še s pretvorbo v stopinje, da si lahko nekoliko lažje 
predstavljamo dejanske vrednosti. 
{𝜱} = {
𝟎, 𝟖𝟎𝟔 °
𝟐, 𝟎𝟏𝟕 °
𝟒, 𝟖𝟖𝟎 °
} (4.36) 
Kot vidimo je maksimalna amplituda zasuka največja na tretjem členku, kar je v skladu s 
predpostavko, saj smo opredelili 𝜑3 kot največji. Zelo pomembno je tudi, da največja 
amplituda ne preseže 5 °, ker je nekako to zgornja meja za katero lahko predpostavimo, da 
gre za majhne kote/zasuke in lahko uporabimo predpostavko, da je sinus kota približno enak 
kotu. 
 
 
 
Slika 4.8: Grafični prikaz odziva sistema na vsiljeno nihanje. 
Kot je razvidno iz slike 4.8, je amplituda zasuka vsakega naslednjega členka nekoliko večja od 
prejšnjega.  
0,01407
0,03521
0,08517
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4.2.3 Vsiljeno nihanje z upoštevanjem dušenja 
Na sliki 4.9 je prikazan obravnavani model za vsiljeno nihanje sistema z upoštevanjem 
dušenja. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 4.9: Model za analizo vsiljenega  nihanja z upoštevanjem dušenja. 
Imamo enak problem kot v točki 4.2.2 (vsiljeno nihanje), le da se pojavi dodaten člen zaradi 
dušilke, kar se na samem reševanju odraža kot obravnava sistema s kompleksnimi števili. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 4.10: Razporeditev momentov po podsistemih za vsiljeno nihanje z dušenjem. 
Zopet zapišemo gibalne enačbe problema, pri čemer se prvi in drugi podsistem ne 
spremenita, zato lahko zapišemo končno obliko. 
𝐽1 ∙ ?̈?1 + (𝑘𝑡1 + 𝑘𝑡2) ∙ 𝜑1 − 𝑘𝑡2 ∙ 𝜑2 = 0 (4.37) 
 
𝐽2 ∙ ?̈?2 − 𝑘𝑡2 ∙ 𝜑1 + (𝑘𝑡2 + 𝑘𝑡3) ∙ 𝜑2 − 𝑘𝑡3 ∙ 𝜑3 = 0 (4.38) 
Pri obravnavi tretjega podsistema imamo glede na prejšnji primer še dodaten člen zaradi 
dušilke: 
𝐽3 ∙ ?̈?3 = −𝑘𝑡3 ∙ (𝜑3 − 𝜑2) + 𝐹(𝑡) ∙ 𝐿3 − 𝑘 ∙ (𝑥 − 𝑦) ∙ 𝐿3 − 𝑑 ∙ (?̇? − ?̇?) ∙ 𝐿3 (4.39) 
𝐽3 ∙ ?̈?3 − 𝑘𝑡3 ∙ 𝜑2 + 𝑘𝑡3 ∙ 𝜑3  + 𝑘 ∙ (𝐿3 ∙ 𝜑3) ∙ 𝐿3 ∙ 𝜑3 + 𝑑 ∙ 𝐿3 ∙ 𝜑3̇ ∙ 𝐿3
= (𝐹(𝑡) + 𝑘 ∙ 𝑦 + 𝑑 ∙ ?̇?) ∙ 𝐿3 
(4.40) 
 
𝐽3 ∙ ?̈?3 + 𝑑 ∙ 𝐿3
2 ∙ ?̇?3 − 𝑘𝑡3 ∙ 𝜑2 + (𝑘𝑡3 + 𝑘 ∙ 𝐿3
2) ∙ 𝜑3  = (𝐹(𝑡) + 𝑘 ∙ 𝑦 + 𝑑 ∙ ?̇?) ∙ 𝐿3 (4.41) 
 
 
k 
kt1 φ3 
m1, L1 m2, L2 m3, L3 
φ1 φ2 
kt3 kt2 
F(t) 
d y(t) 
𝑘𝑡2 ∙ (𝜑2 − 𝜑1) 𝑘𝑡3 ∙ (𝜑3 − 𝜑2) 
φ3 
m1, L1 m2, L2 m3, L3 
φ1 φ2 
𝑘𝑡1 ∙ 𝜑1 
𝑘𝑡2 ∙ (𝜑2 − 𝜑1) 𝑘𝑡3 ∙ (𝜑3 − 𝜑1) 
F (t) 
𝑘 ∙ (𝑥 − 𝑦) 
𝑑 ∙ (?̇? − ?̇?) 
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Enačbo (4.41) zapišimo še v matrični obliki: 
 
[
𝑱𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝑱𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝑱𝟑
] {
?̈?𝟏
?̈?𝟐
?̈?𝟑
} + [
𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝒅 ∙ 𝑳𝟑
𝟐
] {
?̇?𝟏
?̇?𝟐
?̇?𝟑
} + [
𝒌𝒕𝟏 + 𝒌𝒕𝟐 −𝒌𝒕𝟐 𝟎
−𝒌𝒕𝟐 𝒌𝒕𝟐 + 𝒌𝒕𝟑 −𝒌𝒕𝟑
𝟎 −𝒌𝒕𝟑 𝒌𝒕𝟑 + 𝒌 ∙ 𝑳𝟑
𝟐
] {
𝝋𝟏
𝝋𝟐
𝝋𝟑
}
= {
𝟎
𝟎
(𝑭(𝒕) + 𝒌 ∙ 𝒚 + 𝒅 ∙ ?̇?)𝑳𝟑
} 
(4.42) 
Za boljšo preglednost podajmo enačbo (4.42) v poenostavljeni obliki, ki nam bo služila za 
nadaljnjo izpeljavo: 
[𝑱] ∙ {?̈?} + [𝑫] ∙ {?̇?} + [𝑲] ∙ {𝝋} = {𝑴𝒅}, (4.43) 
(−𝝎𝟐 ∙ [𝑱] + 𝐢 ∙ 𝝎 ∙ [𝑫] + [𝑲]) ∙ 𝜱 ∙ 𝒆𝐢 𝝎 𝒕 = {𝑴𝟎,𝒅} ∙ 𝒆
𝐢 𝝎 𝒕 (4.44) 
(−𝝎𝟐 ∙ [𝑱] + 𝐢 ∙ 𝝎 ∙ [𝑫] + [𝑲]) ∙ 𝜱 = {𝑴𝟎,𝒅} (4.45) 
Iz enačbe (4.45) je razvidno, da moramo tokrat operirati s kompleksnimi števili, ker je v 
členu zaradi dušenja prisotno imaginarno število. Dani sistem rešujemo tako, da sistem 
razdelimo na realno in imaginarno komponento, za rešitev pa uporabimo nastavek: 
𝜱 = 𝜱𝑹𝒆 + 𝐢 ∙ 𝜱𝑰𝒎 . (4.46) 
Tudi vektor amplitud  zasukov {𝑀0,𝑑} razdelimo na imaginarno in realno komponento: 
𝑴𝟎,𝒅 = 𝑴𝑹𝒆 + 𝐢 ∙ 𝑴𝑰𝒎. (4.47) 
Potrebno je opredeliti še obe komponenti vektorja amplitud zasukov: 
𝑴𝑹𝒆 = {
𝟎
𝟎
(𝑭 + 𝒌 ∙ 𝒚) ∙ 𝑳𝟑
} 
(4.48) 
𝑴𝑰𝒎 = {
𝟎
𝟎
𝝎 ∙ 𝒀 ∙ 𝒅 ∙ 𝑳𝟑
} (4.49) 
Obravnavano enačbo (4.45) razdelimo na dva dela, kjer bo prvi del predstavljal vse realne 
komponente in drugi del vse imaginarne komponente:  
(−𝝎𝟐 ∙ [𝑱] + 𝒊 ∙ 𝝎 ∙ [𝑫] + [𝑲]) ∙ {𝜱𝑹𝒆 + 𝒊 ∙ 𝜱𝑰𝒎} = {𝑴𝟎,𝒅}, (4.50) 
 
(−𝝎𝟐 ∙ [𝑱] + 𝒊 ∙ 𝝎 ∙ [𝑫] + [𝑲]) ∙ {𝜱𝑹𝒆} + (−𝝎
𝟐 ∙ [𝑱] + 𝒊 ∙ 𝝎 ∙ [𝑫] + [𝑲]) ∙ 𝒊 ∙ {𝜱𝑰𝒎}
= {𝑴𝑹𝒆} + {𝑴𝑰𝒎}, 
(4.51) 
−𝝎𝟐 ∙ [𝑱] ∙ {𝜱𝑹𝒆} + [𝑲] ∙ {𝜱𝑹𝒆} − 𝝎 ∙ [𝑫] ∙ {𝜱𝑰𝒎} = {𝑴𝑹𝒆}, (4.52) 
 
−𝝎𝟐 ∙ [𝑱] ∙ {𝜱𝑰𝒎} + [𝑲] ∙ {𝜱𝑰𝒎} + 𝝎 ∙ [𝑫] ∙ {𝜱𝑹𝒆} = {𝑴𝑰𝒎}. (4.53) 
 
Na podlagi zapisanih enačb (4.52) in (4.53) lahko ugotovimo, da v tem primeru rešujemo 
skupno 6 enačb in 6 neznank  (3 realne  komponente + 3 imaginarne komponente), kar 
pomeni da imamo enolično rešljiv sistem. 
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Dani enačbi problema (4.52) in (4.53) lahko prevedemo še v matrični zapis za boljšo 
preglednost: 
 
[
−𝝎𝟐 ∙ [𝑱] + [𝑲] −𝝎 ∙ [𝑫]
𝝎 [𝑫] −𝝎𝟐 ∙ [𝑱] + [𝑲]
] {
𝜱𝑹𝒆
𝜱𝑰𝒎
} = {
𝑴𝑹𝒆
𝑴𝑰𝒎
} . (4.54) 
Ker lahko Mathematica operira s kompleksnimi števili,  obravnavani problem lahko zopet 
enostavneje rešimo  z uporabo funkcije Solve, pri čemer definiramo izhodišče kot: 
(−𝝎𝟐 ∙ [𝑱] + 𝒊 ∙ 𝝎 ∙ [𝑫] + [𝑲]) ∙ 𝜱 = {𝑴𝟎,𝒅}. (4.55) 
Mathematica nam poda rešitev v obliki kompleksnega števila, numerične rešitve pa so 
sledeče: 
{𝜱𝒅} = {
𝟎, 𝟎𝟏𝟒𝟎𝟕 − 𝐢 ∙ 𝟓, 𝟖𝟒𝟑 ∙ 𝟏𝟎−𝟕
𝟎, 𝟎𝟑𝟓𝟐𝟏 − 𝐢 ∙ 𝟏, 𝟒𝟔𝟐 ∙ 𝟏𝟎−𝟔
𝟎, 𝟎𝟖𝟓𝟏𝟕 − 𝐢 ∙ 𝟑, 𝟓𝟑𝟕 ∙ 𝟏𝟎−𝟔
} 𝐫𝐚𝐝 (4.56) 
Kot je razvidno iz enačbe (4.56) , imajo imaginarne komponente pri razmeroma majhni 
vrednostni dušenja zanemarljivo majhen vpliv.  
 
 
 
 
Slika 4.11: Odziv sistema v kompleksni ravnini. 
 
Kot je razvidno iz slike 4.11   se s povečevanjem realne komponente imaginarna komponenta 
zmanjšuje, ampak je zelo velika razlika v velikostnem razredu med posameznima 
komponentama. V danem primeru bi tako lahko upoštevali odziv skladen s sliko 4.8, kjer je 
prikazan odziv sistema na vsiljeno nihanje v realni rav
0,1407 − i ∙ 5,843 10−7
0,3521 − i ∙ 1,462 10−6
0,8517 − i ∙ 3,537 10−6
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5 Zaključki 
V delu je predstavljenih področje vibracijske obremenitve človeških rok, kjer podrobneje 
predstavimo obstoječo problematiko in obstoječe rešitve za zmanjšanje vibracij. V želji po 
analizi in simuliranju odziva na vzbujanje smo razvili dinamski model prsta, ki je relativno 
enostaven hkrati pa tudi dovolj reprezentativen, da lahko popišemo odziv sistema na podane 
vzbujevalne parametre.  
Na podlagi opravljene analize lahko pridemo do sledečih zaključkov: 
1) Področje vibracijske zaščite rok je zelo obsežno in trenutno dokaj neraziskano in tako 
ponuja številne možnosti za nadaljnje delo. 
2) Za postavitev samega modela enega prsta je bilo potrebnih precej poenostavitev, kar 
priča o sami kompleksnosti človeškega telesa (roke) iz vidika obravnave mehanskih 
obremenitev. 
3) Na podlagi izračunov smo ugotovili, da pri obravnavi sistema s tremi prostostnimi 
stopnjami dobimo 3 lastne frekvence oziroma 3 kritične točke, katerih se želimo pri 
obratovanju izogibati. 
4) Iz rezultatov je razvidno, da za dani primer samo dušenje ne igra bistvene vloge pri 
odzivu sistema na vsiljeno nihanje in je skorajda zanemarljivo. 
 
Na podlagi te zaključne naloge prikažemo obstoječo problematiko vibracijske obremenitve 
rok in potencialne rešitve za ta problem. Na podlagi postavitvi dinamskega modela prsta in 
numerične analize postavimo dobro osnovo za nadaljnje raziskovalno delo na področju 
vibracijske obremenitve/zaščite rok. 
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Predlogi za nadaljnje delo 
 
Temeljni korak v nadaljnji fazi obravnavanega problema vibracijske obremenitve rok je 
izvedba eksperimenta, kjer bi na ustrezno zasnovani stresalni napravi izmerili dejanski odziv 
človeškega prsta. Na podlagi teh meritev bi morali ugotoviti ustreznost našega modela in 
uvesti potrebne spremembe v smeri doseganja natančnejših rezultatov v analitiki (bližje 
pomerjenim vrednostim). 
Nadaljnji razvoj bi bilo najbolj primerno usmeriti v preizkus materialov in oblike AV 
rokavic, saj je cilj našega dela zmanjšati vpliv vibracij na človeka, na podlagi izsledkov 
pridobljenih iz meritev na enem prstu pa lahko ustrezno prenesemo ugotovitve na celotno 
dlan. 
Po definiranju ustreznih materialov za vibracijsko zaščito bi bilo smiselno preveriti tudi 
odziv posameznih materialov in zasnov AV rokavic pri najbolj pogostih vibracijskih 
obremenitvah rok in opredeliti najustreznejše materiale za zmanjšanje vibracij pri 
specifičnih obremenitvah. 
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